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1. Zavedme kartézsky systém soufadnic (z,y) s po¢atkem na tycce tak, ze gra-
vitacni zrychleni mifi ve sméru —y. Cela tloha ma translacni symetrii podél
soufadnice z, takze poloha pocatku na tycce je irelevantni. Dale zvolme, ze z = 0
odpovidad x =y = 0.

Oznac¢me polohu zavésu (X,Y) a zavazi (z,y). Potom zfejmé plati

X = zcosa, = zcosa — [sin ¢,

Y = —zsinq, = —zsina — [ cos p,

X = Zcosa, = Zcosa — lpcos ,

SSOEEE S DSOS

Y = —Zsina, = —zsina + [pcos .

Lagrangian je

L= m(j:Q—i-y'Z) +%M(X2+Y2) —mgy — MgY

= m(z'2 cos? a + 12¢? cos® p — 212 cos o cos @

1
2
1
2

+ #%sin? a 4 2% sin? ¢ — 212 sin asin gp)
+ 1M (2 cos® a + £ sin? @) +mg(zsina + lcos ) + Mgzsin o
= 2(m+ M)z + im[1’$* — 21z cos(p — a)] + (m + M)gzsina + mgl cos .

2. Nejprve spocitame vsechny potfebné derivace. Je

doL d

Tz = g Lm M) —migeos(p — )]
— (m+ M)Z — mi[@cos(p — ) — @*sin(p — a)],
g_i = (m+ M)gsin«,
%g_i — %[mlng — mlz cos(p — a)]
— mi®@ — mi[% cos(p — a) — pEsin(p — )],
g_i = mi[pZsin(p — a) — gsingp].

Z toho pohybové rovnice jsou

(m+ M)(2 — gsina) — ml[@cos(p — a) — ¢*sin(p — )] =0,

(1)

lp — Zcos(p —a) + gsing = 0.
3. Pro rovnovaznou polohu mame ¢ = ¢ a ¢ = ¢ = 0. Dosazenim do (1) je

Z—gsina =0,

—Zcos(py — a) + gsinpy = 0,
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sin g = sin a cos(pg — @),

% ) = cos g sin a cos a,

sin po(1 — sin
tg Yo = thK,

Yo = Q.

4. Dosazenim ¢ = a + ¢ do (1), rozvinutim do prvniho fadu podle ¢ a zane-
dbanim £2¢ dostaneme’

(m+ M)(Z — gsina) —mlé =0, (2)
I — 2+ g(sina+ecosa) =0. (3)
5. Z (2) vyjadiime
m
s osina — gz 4
Z-gsina = e (4)

a dosazenim do (3) dojdeme k

le — Llé—l—gécosa =0,
m

+M
m—l—MgcosaE_
M L

coz je hledana rovnice harmonickych kmitt. Jejim fesenim s nulovou pocatecni
rychlosti a maximalni pocatecni vychylkou gq je

M
o(t) = a4 ¢p cos t\/m]—; gc?sa = a + gpcoswt.

Dvojnéasobnou derivaci ¢ podle ¢asu a dosazenim do (4) potom
Z=gsino — 50Mg COSs (v COS wt.

Tuto rovnici dvakrat zintegrujeme podle ¢asu, pricemz ponechame volnot v po-
¢atecni poloze a pocatecni rychlost polozime rovnou nule.? Dostaneme tak

m
t) = 1gt? si — t+C,
2(t) = 39 s1na+€om+M coswt +

kde C' je néjaka konstanta.

1Zde piedpokladame, ze pokud je € malé, je (v fddovém smyslu) malé i &, coz je pro harmo-
nicky oscilator dobry predpoklad. Potom je uvazovany clen vlastné tfetiho fadu v e.
2Tim méame celou soustavu v pocatku v klidu a polohu zavésu nakonec zvolime tak, aby

Vv
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6. Pro z-ovou souradnici hmotného stfedu mame

mz+ MX  Mzcosa+ m(zcosa — Isinp)
€T = =
T om+ M m+ M
1 m

_ 142
= m+M[(m+M)cosa<§gt smoz+€0m+

Mlcoswt + C’)

— ml(sin o + €g cos a cos wt)}

= 1gt’sinacosa+ Ccosa — Isina

m +
1 t2 ;
= jgt"sinacosq,

kde jsme polozili
m

+M

Vidime tedy, Ze hmotny stied se pohybuje dle ocekavani jako hmotny bod na
tycce.

7. Zobecnéné hybnosti jsme spocitali jiz pfi odvozeni Lagrangeovych rovnic,
zde jen shrneme

C = ltga.
m

p. = (m+ M)z —mlpcos(p — ), p,=ml*o —mlzcos(p — ).
Hamiltonian vyjadfeny pomoci rychlosti je tak

H=p.2+p,p—L
= 2(m+ M)z + Im[lP$* — 21pz cos(p — a)]
— (m+ M)gzsina — mgl cos .

Hamiltonidn v zadani

P2+ BEEPY + Fpap, cos(p — a)
2[M + msin®*(p — a)]

H — (M +m)gzsina —mglcosp  (6)

ovéfime tak, ze hybnosti vyjadiime pomoci rychlosti a dojdeme k (5). Spo¢témé
kvadartické ¢leny s hybnostmi

P2 = (m+ M)Z* +mil*¢® cos?(p — a) — 2(m + M)mlpz cos(p — a),
pfo = m?l*p* + m?*3% cos® (o — ) — 2m?1PpZ cos(p — ),
popp = [(m+ M)mi® — m? cos*(p — )] 2
— (m 4+ M)mlz? cos(p — o) — m*I*¢? cos(p — ).

Dosazenim do (6) a prostymi algebraickymi apravami dojdeme k ¢itateli ve tvaru
[M +msin®(¢ — a)][(m + M)Z* + ml*¢* — 2mlpz cos(p — a)],

3



Ptiklad z teoretické mechaniky ¢.3 (2009) Jan Hermann

coz dé po zkraceni kyzeny tvar (5). Hamiltonian v zadani je tedy spravny.
8. Hamiltonovy kanonické rovnice jsou

OH B D, + cos(glafoc)pcp
Op. M +msin®(p — )’
o OH _ By, + Sy,
o, M +msin*(p —a)’
OH
0z

P, = =(m+ M)gsina
a pro vypocet posledni rovnice vyuzijeme radéji tvaru (5)

OH
Py = 0 = —ml[pZsin(p — a) + gsin ]

Sin(@ - Oé) (pz + wpgo>(mpz COS(QO - Oé) + wpg&)
[M + msin®(¢ — oz)]2

— mglsin .



